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Περίληψη: Στο πιο κοινό μέγεθος χαρτιού στον κόσµο , κρύβονται 
απροσδόκητα αρχαία µαθηµατικά , τα οποία ανακαλύπτονται µε «1 εωµετρία 
δια διπλώσεως» και τα οποία βασίζονται στο ῥὀτι το χαρτί 44 διπλωνόμενο 
κατά µήκος παραμένει ὀμοιο προς εαυτόν ὁπως καὶ στην «ανθυφαίρεση» 
του ν2 µε την µονάδα. 
Εισαγωγή: Ἡ απαίτηση που έχοµε από τα διάφορα μεγέθη χαρτιών 
φωτοτυπίας . είναι να είναι όµοια ορθογώνια παραλληλόγραμμα , έτσι 
ώστε κατά την σμίκρυνση ή μεγέθυνση, να υπάρχει πλήρης χρησιμοποίηση 
και του μήκους και του πλάτους . Ἡ σμίκρυνση ή η μεγέθυνση είναι 
οµοιοθεσίες και θα πρέπει το οµοιόθετο ενός σήματος να χωρά ακριβώς 
στο µεγαλύτερο ή μικρότερο χαρτί. Επιπρόσθετα, για λόγους οικονοµίας 
στην κοπή τῶν χαρτιών, απαιτούµε ένα χαρτί διπλωνόμµενο κατά μήκος, να 
παραμένει όμοιο προς εαυτόν . Αυτή η απαίτηση, µας οδηγεί στο παρακάτω 
σχήµα και στην αναλογία: 
’ 2 
-ᾱ ο ο ω9ξ-φ 
Χ ἆτ χ χ 

Σε κάθε νέα δίπλωση κατά μήκος (ή 

αντιστρόφως διπλασιασµό ) το νέο σχήμα 

διατηρείται όμοιο προς εαυτόν όπως 
φαίνεται στην ισότητα των λόγων: 


πο δε ο δι χ Ἄ 
Σχ.Ι τοι αγ 2 κ, 
«πα ας 1 
Έτσι, το διπλάσιο του φύλλου Α. είναι το Α: , το διπλάσιο του Α2 το 


μέγεθος Αι . Αντιστρόφως, το ήμισυ του Α. είναι το Ας κ.ο.κ. 
Στην μεγέθυνση µιας φωτοτυπίας Αι σε Α: εφαρμόζουμε μεγέθυνση 























Μ2 (14120) και αντιστρόφως σε σμίκρυνση Α: σε ΑΙ! εφαρμόζουμε 


ν2 


1 
σμίκρυνση ---- ----Ξ({ 70.750 


κω ὃ 














Κατασκευή του Αι: Η σχέση (1) δείχνει 
λόγο πλευρών των οποίων τα τετράγωνα 
έχουν λόγο 2 . Αυτό παραπέμπει στον λόγο 
κάθετης και υποτείνουσας πλευράς σε 
ορθογώνιο και ισοσκελές τρίγωνο ἡἠ 
ισοδυνάμως στην σχέση διαγωνίου προς την 
πλευρά τετραγώνου. Επομένως . αν 
κατασκευάσουµε ένα τετράγωνο και 
λάβουμε την διαγώνιό του ως την άλλη 
πλευρά σε παραλληλόγραμμο, έχομε 
κατασκευάσει ένα όμοιο µε το Α;/ . Αν 
μάλιστα πάρουμε την µικρή πλευρά 210πιπι 





τότε η 


/2 Γ]θηηι 

















διαγώνιος 


θα 


είναι 


2097/11. Ὡς επαλήθευση µπορεί κανείς να διπλώσει ένα 


χαρτί Αι κατά την έννοια του διπλανού σχήματος σχηματίζοντας 
διπλωµένο τετράγωνο και να διαπιστώσει . µε νέα δίπλὠωση, ότι η 
υποτείνουσα ὃ συμπίπτει µε την μεγαλύτερη πλευρά του Α.. 

Η Ανθυφαίρεση του Αι: «ἄνθυφαίρεσιςο) ή «Ανταναίρεσις» ή «αμοιῤαία 
αφαίρεσις» , είναι ένας αρχαίος αλγόριθμος εύρεσης κοινού μέτρου (εφ΄ 


όσον υπάρχει) 


μεταξύ δύο (ομοειδών) μεγεθών . Στους ακεραίους 


αριθμούς, ο αληοριόμος αυτός ταυτίζεται µε την γνωστή μέθοδο του 





Σχ.3 


36-25 





ὅδ-α 





ὃδ-7α 


Ίτα-12δ 

















Ευκλείδους εξαγωγής Μ.Κ.Δ. , 


μεταξύ δύο αριθμών. Οι ακέραιοι 
έχουν πάντα κοινό µέτρο την 
µονάδα, ο. σχετικός αλγόριθμος 
περατούται πάντα και άρα η σχέση 
μεταξύ δύο ακεραίων είναι µρητή. 
Αν όμως τα βήματα του 
αλγορίθμου συνεχίζονται επ΄ 
άπειρον, αυτό σηµαίνει ότι δεν 
υπάρχει κοινό μέτρο μεταξύ των 
μεγεθών και ότι η σχέση τους είναι 
άρρητη («Στοιχεία Ευκλείδους, 
Βιβλίο Χ, πρόταση 2) 
Περιγράφουµμε τα ήματα του 
αλγορίθμου στο διπλανό σχήμα: 
(.)τοα. χωρά στο ὃ., | φορά και 
περισσεύει δ-α -«α 





/29δ-4Ία 


(1.) Το δ-α, χωρά στοα , 2 φορές και περισσεύει 2α-2δ-δ-α. 
(11,)Το 3ᾳ-2δ , χωρά στο δ-α. 2 φορές και περισσεύει 5δ-7α-2ᾳα-2δ 
(ν.)Το 5ὅ-7α., χωρά στο 2α --2δ., 2 φορές καιπερισσεύει ]7α --12δ-5δ-7α 
(ν.)Το 17α --125 ., χωρά στο 5ὺ-7α.. 2 φορές και περισσεύει 20δ-4]α- 17α -- 
12δ 
Ἡ Διαδικασία αυτή εκ πρώτης όψεως δεν ξέρουμε αν περατούται ή 
συνεχίζεται επ΄ άπειρον. Με διπλώσεις είναι πρακτικώς αδύνατον να 
ξεπεράσουμε το τέταρτο βήμα του αλγορίθμου . ενώ µε αλγεβρικούς 
υπολογισμούς χρειάζεται να κάνουµε συνεχώς δοκιμές πράγµα που συνεχώς 
δυσκολεύει. Συνεπώς , για να αποφανθούµε για το άπειρο ἠ πεπερασμένο 
του αλγορίθμου, χρειαζόμαστε ένα κριτήριο . το οποίο υπάρχει και 
πληρούται για την συγκεκριμένη περίπτωση. Λέγεται «κριτήριο λόγου» 
και θα δούμε πώς εφαρμόζεται. Παρατηρούμε, ότι 
ὅ-α ὂα-2ὸ 

α δ--α 
ανθυφαιρετική σχέση από το βήμα (1) έως το βήμα (11) θα 
επαναλαμβάνεται η ίδια . δηλ. το τµήµα της µε το ψηφίο 2. («κριτήριο 
λόγου») Με τις ιδιότητες των αναλογιών μπορούμε να το δούµε και ως 
εξής: 
δα. οα- ο. (ὁ--α)--οα-52δ) θὅ-πα 

α δ--α α--2(ὃ -α) 3α-2δ 
Αυτή η διαδικασία δίνει τα διαδοχικά υπόλοιπα του αλγορίθμου επ΄ 
άπειρον. 
Έτσι, η ανθυφαιρετική σχέση πλευράς προς διαγώνιο δίνεται απ΄την σχέση: 
Ανθφ(δ.α) Ξ[1.2,2,2.2,2,2.....] η οποία είναι περιοδική µε περίοδο το 2 και 





(5 2α’ - δ που ισχύει). Αυτό σηµαίνει, ότι η 





ουσιαστικά δίνει µια απόδειξη της αρρητότητας του 2. 
Σε σύγχρονη µαθηµατική γλώσσα . η αρχαία αλγοριθµική διαδικασία 
παριστάνεται απὀ το συνεχές κλάσμα: 


Το κ υπάρχει και είναι το 4/2 (δηλ. ο άρρητος 








: ὃ ὦ : ; 
λόγος -- ) και µπορεί να το διαπιστώσει κάποιος 
α 


µε αλγεβρικό χειρισμό (γνωρίζοντας όμως 
απαραιτήτως ότι το συνεχές κλάσμα συγκλίνει σε 
πραγµατικό) ὡς εξής: 
1 1 1 


Ξκ--ί 2 Ξξ 
[ Ι κ--ἶ 

















| ".ε Φα ρΙςς- η 2«ΚΞ Εφ2 με δεκτή την ν2 
] κ-]ὶ κ--]ὶ 











Πλευρικοί και διαµετρικοί αριθμοί: Οι Αριθμοί που εμφανίζονται ως 
συντελεστές στα ὃ και α λέγονται «πλευρικοῦ και «διαμετρικοῦ αριθμοί 
αντιστοίχως, ἐχουν μελετηθεί απὀ τους Πυθαγορείους και αναφορές σε 
αυτούς έχοµε απὀ τον Θέωνα τον Σμυρνέα (42-45)από τον Ιάμβλιχο στα 
Σχόλια εις Νικόμαχον τον Γερασινό. (91-93) . απὀ τον Πλάτωνα στην 
Πολιτεία (54608) και απὀ τον Πρόκλο στα σχόλιά του στην Πολιτεία του 
Πλάτωνος. Οι αριθμοί αυτοί έχουν τις εξής ιδιότητες: 

Α) Είναι µέλη δύο ακολουθιών που ορίζονται µε διπλό αναδροµικό τύπο, 
ως εξής: 

αρξ]. ὃρΞξ].αιιτα, τὸ, (0 και δι -2α,ὃὸὃν (2) . Οι πρώτοι 9 
όροι των ακολουθιών είναι: 





ία] ἡἳ [2 Τ5[12 [29 Π7ο 169 1405 [ο Τ..... 






































ο. πα 9ο. 25 5 1909 ΤΙ ον 





Β) Οι ακολουθίες συνδέονται µε την λίαν ενδιαφέρουσα σχέση 
2α; --δ- (-Ώ)' νν εἰ] (3) Πράγματι, αν υψώσουμε στο τετράγωνο και 














τα δύο µέλη των (1) και (2) διπλασιάσουµε την πρώτη σχέση και 
αφαιρέσουμε κατά μέλη θα καταλήξουμε στην σχέση 
2α7, δι -2α --δ-)-(-θ’ -(ὐ”" . Μάλιστα ο Πρόκλος (2.27.1- 


νε! νε! 








2.29.4) , αποδεικνύει την (3) κάνοντας χρήση της προτάσεως Π.10 των 
Στοιχείων του Ευκλείδους («λαφυρόν θεώρημα) Το εξαιρετικά 
ενδιαφέρον είναι, ότι σύμφωνα µε τους απ ἆἄετ ἸΜαετάεπ Στυλιανό 
Νεγρεπόντη κ.ά. πρέπει να θεωρηθεί βέβαιον, ότι ο Ευκλείδης εγνώριζε 
την μέθοδο απόδειξης της τελείας επαγωγής. Ο απ ἆετ Ἰλ/αετάεη μάλιστα 
ισχυρίζεται, ότι ήταν γνωστή στους Πυθαγορείους καθώς και τον Ζήνωνα 
τον Ελεάτη (5: αιώνας π.Χ.) . Τα επιχειρήματα είναι αρκετά και το κύριο 
των οποίων εστιάζεται στο ὁτι η πρόταση Π.Ι0 αφ’ ενός έχει µια 
εξαιρετικά εξεζητηµένη ειδική διατύπωση και αφ’ ετέρου δεν 
εφαρμόζεται πουθενά αλλού στα «Στοιχεία». Όμως, η Π.Ι0 .. συνιστά την 
απόδειξη της (3) στο βήμα «αποδεικνύω για ν- κΤΙ» της επαγωγικής 
μεθόδου. 

(συ’ 


3 





ὃ 
Επίσης η (3) ισοδυναμεί µε την σχέση ---Ξ|2-- (4) η οποία ορίζει 
α 


µια νέα ακολουθία ρητών αριθμών που συγκλίνει στο Μ2. Μάλιστα όπως 
φαίνεται στο β΄µέλος της (4) . ἐἔχομε όρους που είναι διαδοχικές 
προσεγγίσεις εναλλάξ κατ΄ έλλειψιν και καθ΄ υπεροχήν του ν2 και 





μάλιστα µε σηµαντική ταχύτητα. Παραστατικότερα αυτό φαίνεται στον 
παρακάτω πίνακα : 





δ/ία 1111141611 4151141421 14Ι420 11414215 1 14142191 
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Επίσης ισχύει: 


Σήµερα η (3) είναι µια µορφή της «εὔίσωσης του ΡεΙ[» που έχει θεµελιακή 
θέση στην θεωρία αριθμών. Ακόμα η {α,}ι.. λέγεται «ακολουθία ΡεΙΙ») 


νε] 


καθώς και η {δ,}μ.. που είναι µια γενικότερη περίπτωσή τῆς. Οι «αριθμοί 


νε[] 
ΡεΙΙ» συνδέονται µε τους «αριθμούς Ιποα» και µε τους «αριθμούς 
Μροπασοί » για κάθε περίπτωση των οποίων έχοµε έναν απίστευτο όγκο 
παγκόσμιας βιβλιογραφίας . Σήµερα γνωρίζουμε ότι και για τις δύο 
ακολουθίες{α,},.. Και {δ,)ν.: ἰσχύει ο ίδιος αναδροµικός τύπος 


νε] 


νι - 2α 


αμ τα,, απ΄ ὀπου µε την βοήθεια της χαρακτηριστικής εξίσωσης, 
μπορούμε να υπολογίσουμε και τους γενικούς όρους . για την περίπτωσή 
μας: 
192). (1-2) 
ἃ «ν΄ 4-2 ον καιό- 
2ψ2 
Δύο σχέσεις που συνδέουν τις ακολουθίες και που συνδέεται Και µε την 
ανθυφαίρεση, είναι η 
ὃ, --2α, Ξε οσον 'ννε[] καιδ, -- ψρα, Ξς αρ 'Ὑνει[] οι 
οποίες µε πολλαπλασιασμό κατά µέλη δίνουν την θεμελιώδη σχέση (3) 
Μια γενική ανθυφαιρετική σχέση που συνδέει πλευρικούς και διαμετρικούς 
αριθμούς, είναι η ανθφ( α, -δ,ν2.1) Ξ[25,,25,.25,.25,.25,.....] 
Σειρές: Απ ’᾽το σχήµα 3 ., φαίνεται, ότι αν προσθέσω το εμβαδόν του 
πρώτου τετραγώνου και τα εµβαδά των απείρων ορθογωνίων που 
δημιουργούνται µε την ανθυφαίρεση, θα πάρω το εμβαδόν του Αι. Δηλ.: 


α -Ε2(δ --α)΄ --2(9α--2δ)’ -Ε2(5δ --Τα)΄ --2(17α--12δ)’ --2(295δ --41α)’ -ε....-- αδ 








να ος 












































ή α΄ -- 2» [(-ἣ'α, δα) δια -αδ. (5) 


κΞθ 


Επίσης, αν προσθέσουμε όλα τα µήκη των απείρων ορθογωνίων κατά την 
οριζόντια διεύθυνση έχοµε το άπειρο άθροισµα ίσο µεα Δηλ. 


2(ὃ --α) --2(5ὸὃ--Τα)-Γ2(29δ --4α)-...Ξξα ή 25 {α,ιὃ -- δια) Ξα(6) 
κΞθ 

Επίσης το άθροισμα όλων των μηκών των απείρων ορθογωνίων κατά την 

κατακόρυφη έννοια, είναι δ-α. δηλαδή: 

2(3α--2δ)Ε2(17α--12ὸ) -Γ2(99α --70δ) -Γ...Ξ δ--α ή 


.. (ὃ, ια--α.ιιδ)-δ--α (7) Οιισότητες (6) και (7), µε πρόσθεση κατά 
κ-θ 


µέλη , δίνουν το άθροισµα όλων των µηκών των απείρων ορθογωνίων: 


”. (ὃς α-- αἲ ιδ) Ε ον (α. ὃ-δ.,α)-δ-α-α-ς 


κΞθ κΞθ 
ΙΑ (ὃια-- αι, ιιὃ) » (α. ὃ --δ.1.α)|Ξ-δ «» 
κΞθ κΞθ 


2» [1 α,δκ(-)' δια] --ὃ 
κΞθ 


Σε όλα τα ανωτέρω, µπορεί ο αναγνώστης να θεωρεί αξ! και ὃξ «ο. 

Επειδή η σύγκλιση των σειρών παρουσιάζεται εποπτικά, µπορεί να 

δικαιολογηθεί και θεωρητικά µε αρχαίο κριτήριο σύγκλισης των 

«ὼτοιχείων» του Ευκλείδους την περίφημη «μέθοδο εξαντλήσεως» (Χ.Ι) 

σύμφωνα µε την οποία, αν απὀ ένα μέγεθος αποκοπεί τµήµα μεγαλύτερο 

του ηµίσεως και απὀ το εναποµένον αποκοπεί τµήµα πάλι µεγαλύτερο του 
ηµίσεως και αυτό γίνεται συνεχώς, τότε µετά από πεπερασμένα βήματα, το 
εναποµένον, µπορεί να γίνει οσοδήποτε μικρό. Το κριτήριο πληρούται τόσο 
για τα «αποκοπτόµενα ορθογώνιὐ απὀ το Α.Α. όσο και για τα 

«αποκοπτόµενα μήκη» των ορθογωνίων. 

Καμπύλες: Αν τα προκύπτοντα ορθογώνια κατά την ανθυφαίρεση τα 
διατάξουµε µε κυκλική φορά, 
κάνοντας τις διαιρέσεις από τα 
αριστερά προς τα δεξιά και από 
κάτω προς τα πάνω, τότε οι 
κορυφές των ορθογωνίων 
ευρίσκονται σε µια καμπύλη που 
ονομάζεται εσώστρεφος 
ηλιοτροπική. επειδή οι σπόροι 
του ηλιοτροπίου είναι 


τοποθετημένοι στο άνθος του σύμφωνα µε µια τέτοια καμπύλη . η οποία 
έχει άµεση σχέση και µετους αριθμούς Εϊροπαος]. 

Συμπεράσματα: Για άλλη µια φορά φαίνεται, ότι τα μαθηματικά είναι 
«εφαρμοζόµενΩ σε κάθε πτυχή του επιστητού αλλά και της 
καθημερινότητας είναι µπροστά στα µάτια µας και μοιάζουν µε «λαχείο 
ξυστό» Το µόνο που χρειάζεται είναι να ξύσουμε για να αποκαλυφθούν. Το 
αν θα είναι και εφαρµοσµένα εξαρτάται από την «τύχη» µας και βεβαίως 
από τις ανθρώπινες ανάγκες µας 
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